UBER DIE TRANSFORMATION VON RETHEN
IN KETTENBRUCHE, WO ZUGLEICH DIE
THEORIE NICHT UNWESENTLICH
ERWEITERT WIRD *

Leonhard Euler

§1 Wir wollen irgendeinen Kettenbruch betrachten, der sei

c+

d + etc.

und zuerst wollen wir einfache Briiche suchen, die immer nidher an den Wert
von s herankommen, welche wir so bilden wollen, dass gilt

etc.

c+ ]
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Der letzte dieser Briiche wird also den wahren Wert des vorgelegten Ketten-
bruches ausdriicken. Daher tritt es sofort klar zutage, dass sein wird

_ab+1 C abc+a+c

B
1”7 8 b ' ¢ bc+1

Wie aber diese Briiche weiter fortschreiten, wollen wir auf die folgende Weise
untersuchen.

§2 Esist hier ersichtlich, dass aus dem ersten Bruch der zweite entspringt,
wenn anstelle von a Nachstehendes geschrieben wird

a+1
b/

und auf die gleiche Weise aus dem zweiten der dritte entspringt, wenn anstelle
von b in Analogie geschrieben wird

bil
C

aus dem dritten hingegen der vierte, wenn anstelle von ¢ geschrieben wird

c+1
d/

und so weiter. Daher also, wenn unbestimmt der Bruch % aus den Indizes

a,b,c,d,---p gebildet worden ist und die zwei folgenden % und % gesetzt
werden, welche den Indizes a,b,c,d,---q und a,b,c,d, - - - r entsprechen, ist
es offenbar, dass aus dem Bruch % der folgende aufgefunden % wird, wenn
anstelle von p geschrieben wird



aus diesem % hingegen der folgende % entspringt, wenn anstelle von g ge-
schrieben wird

1
q .

Nun tritt es in der Tat leicht klar zutage, dass im Bruch % so der Zihler
P wie der Nenner P8 alle Buchstaben a,b,c,d - - - p so involvieren, dass sich
keiner derer weiter als die erste Dimension erhebt. Wenn ndmlich alle Indizes
a,b,c,d, e etc. einander ungleich angesehen werden, wird kein Quadrat oder
keine hohere Potenz jemals auftreten konnen.

§3 Deswegen werden so in P wie in 3 Terme von zwei Arten auftauchen,
wihrend die einen den Index p tiberhaupt nicht enthalten, die anderen ihn
hingegen als Faktor involvieren; daher wird der Zahler P eine Form von dieser
Art M + Np und auf die gleiche Weise 33 diese 9t + 91p haben, sodass gilt

P M+ Np

B OM+Np’
In dieser Form wollen wir also anstelle von p schreiben

Pty
q/

dass wir den Bruch % erhalten, der also, nachdem wir mit g erweitert haben,
sein wird

Q _ Mg+Npg+N N+ (M+Np)g
Q Mg+Npg+N N+ (M+MNp)g’




Um nun daher den folgenden Bruch % zu erhalten, wollen wir anstelle von g
schreiben

1
q Py

und nachdem wir diesen mit r erweitert haben, wird entspringen

Nr+ (M+ Np)gr+ M+ Np

R
9 Nr+ (M+ Np)gr + M+ Np

oder

R M+ Np+ (N+ Mg+ Npg)r

R M+ Np+ (N4 Mg + Npg)r

Weil also P = M + Np und Q = N + (M + Np)q ist, wird auch sein

R=P+Qr.

Auf die gleich Weise, weil p = I+ Np und Q = N+ (M + Np)q ist, wird sein

R =P+ Qr.

Und do tritt es klar zutage, auf welche Weise jeder beliebige unserer einfachen
Briiche leicht aus den zwei vorausgehenden gebildet werden kann.

§4 Siehe also diesen sehr klaren und einleuchtenden Beweis der allbekannten
Regel fiir die Umwandlung eines Kettenbruches in einfache Briiche, wo so die
Zidhler wie die Nener nach demselben Gesetz aus den zwei vorhergehenden
gebildet werden. Weil also fiir die zwei ersten Briiche A = a, 2 = 1, dann aber



B =ab+1 und B = b ist, werden aus diesen zwei Briichen alle folgenden
in einer leichten Aufgabe gebildet werden konnen. Damit dies klarer wird,
wollen wir der Reihe nach unter die einzelnen Indizes a, b, ¢, d, e etc. die ent-
sprechenden Briiche schreiben

a b ¢ d e f g et
A B C D E F G
= = = = = = — etc
A B ¢ D ¢ F 6

und so die Zahler wie die Nenner werden nach demselben Bildungsgesetz
aus den zwei vorhergehenden auf die folgende Weise bestimmt werden

Fir die Zé&hler Fir die Nenner
A = a A = 1
B = Ab +1 | B = b
cC = Be +A| € = Be +2A
D = Cd +B| © = ¢d +B
E = De +C| ¢ = De +C
F = Ef +D| § = ¢f +D
etc. etc.

Daher ist es klar, dass in der Reihe der Zahler der dem ersten vorausgehende
Term aus dem Bildungsgesetz der Progression = 1 sein muss, in der Reihe
der Nenner aber der dem ersten vorhergehende Term = 0 sein muss, sodass
der dem ersten vorausgehende Bruch } ist.

§5 Weil ja per se hinreichend klar ist, dass diese Briiche



A B C

D
2 B ¢ 2
ununterbrochen niher an die Wahrheit herankommen und schliefdlich den
wahren Wert des Kettenbruches erschopfen, ist es notwendig, dass die Diffe-
renzen zwischen zwei aufeinander folgenden dieser Briiche ununterbrochen
kleiner werden, weswegen wir diese Differenzen der Reihe nach entwickeln
wollen. Zuerst werden wir also haben

BA — AB
I-I=———m—-m
2AB
Nun werden hier anstelle von B und B die Werte aus der Tabelle eingesetzt
und es wird der Zahler als AAb 4 A — Ab hervorgehen, welche Form wegen
20 =1 in 1 tibergeht, sodass gilt

1

AB

R w
2|

Weiter wird sein

CB — B¢

Im—-1I=
BC

dessen Nenner, wenn anstelle von C und ¢ die angegebenen Werte geschrie-
ben wird, liefert

B(Bc+ A) — B(Bc+2) = AB — B

Gerade haben wir aber gesehen, dass B2 — AB = 1 ist, woher dieser Zahler
= —1 sein wird und daher



Weiter ist

D¢ —-C®
IV-1Il=—r—,
()

wo, wenn anstelle von D und © die angegebenen Werte geschrieben werden,
sein wird

¢D — CD = ¢(Cd + B) — C(€d + B) = BE — CB.

Gerade haben wir aber gesehen, dass CB8 — B& = —1 ist, woher gefolgert wird

Auf die gleiche Weise wird fiir die folgenden aufgefunden werden

1

D¢ F ¢ '

D_ _
D EF

E_
¢

§6 Daher werden wir also unsere einzelnen Briiche allein aus dem ersten
A

q=2a und den allein die germanischen Buchstaben involvierenden Briichen
definieren konnen, weil wir ja haben werden



B AB’

¢ AB  Be’
D_,, 1 1 1

D AB  BE D’

E_,, 1 1 . 1 1

¢ AB  BE D D¢’
P, b1 1 1 1
O AB  BVE €D  DE  EF

etc.

87 Weil also der letzte oder infinitesimale dieser Briiche den wahren Wert
des vorgelegten Kettenbruches, welchen wir mit dem Buchstaben s bezeich-
nen, darbietet, wird sein

- AB BVBE D DE EF TG v

und haben wir den Kettenbruch auf eine unendliche Reihe von Briichen
zuriichgefiihrt, all deren Zahler abwechselnd +1 und —1 sind, die Nenner
hingegen allein durch die germanischen Buchstaben bestimmt werden, so
dass es nicht notig, die Werte der Buchstaben A, B, C etc. zu entwickeln,
sondern es ausreicht, die folgenden Formeln entwickelt zu haben

A=1, B=>b C=Bc+A D=CCI+B, E=De+C etc



§8 Weil also jeder der beiden Groflen mit der Grofie a beginnt, wird sie
vollkommen aus der Rechnung herausgehen, weil ja die germanischen Buch-
staben von diesem in keiner Weise abhidngen; daher gehen die Dinge, die wir
bisher gefunden haben, darauf zuriick, dass nach Vorlegen des Kettenbruches

b+
c+

1
d + etc.

wenn aus seinen Indizes b, ¢, d, e etc. die germanischen Buchstaben definiert
werden, wo freilich ununterbrochen 2l = 1 ist, immer sein wird

gL 1 11
TAB BC @ e O

welche Progression ins Unendliche fortschreitet, wenn der Kettenbruch ins
Unendliche erstreckt wird, ansonsten aber aus einer endlichen Anzahl an
Termen bestehen wird.

§9 Weil wir also auf diese Weise den Kettenbruch in eine gewohnliche Reihe
transformiert haben, wird es nicht schwer sein, irgendeine vorgelegte Reihe in
einen Kettenbruch umzuwandeln. Es sei also diese unendliche Reihe vorgelegt

st 1 1 1
a By O v

die Zahler welcher Briiche freilich alle abwechselnd mit den Vorzeichen + und
— behaftete Einheiten sind, die Nenner hingegen irgendeine arithmetische
Progression festlegen, was dennoch dem nicht im Weg steht, dass ganzlich
alle Reihen in dieser Form enthalten sind, weil freilich die Terme der Reihe «,
B, v, 6 nicht nur gebrochene Zahlen, sondern auch negativ werden konnen.



§10 Um also einen dieser Reihe gleichen Kettenbruch zu finden, wollen wir
zuerst setzen

AB =a, BC=pF, D=9 und so weiter,

woher wir wegen 2 = 1 die folgenden Werte erlangen:

B =u, ¢ = é,
o
_ay _ B
IB 7 lx’)//
5 = M¢ B¢
- B’ e’
ayen ~ _ Boce
H = , J=—
pog wyer
etc.

Nun ist es also nur {iibrig, dass wir aus diesen Werten der germanischen
Buchstaben die Indizes b, ¢, d, e etc. des Kettenbruches selbst finden.

§11 Aber aus den Formeln, mit denen oben die germanischen Buchstaben
durch die Indizes des Kettenbruches bestimmt worden sind, wollen wir um-
gekehrt aus diesen Buchstaben die Indizes b, ¢, d, e, f etc. bestimmen und wir
werden auffinden

Diese Werte wollen wir also der Reihe nach entwickeln, wiahrend wir anstelle
der Buchstaben B, €, © etc. die zuvor gefundenen Formeln einsetzen.

10



§12 Zuerst war aber 8 = a, woher b = « wird; des Weiteren ist

woher wird

Weiter wird sein

woher wird

Des Weiteren werden wir haben

g BO=7)

wry
und daher
_ BB —7)
anyy
Auf die gleiche Weise wird wegen
A ay(e —9)
§—9 = T B

11



sein

f= anyy(e — 5).

BBS

Auf dieselbe Weise wird wegen
oo B0
nye
sein
_ BBoS(C — )
noyyee
etc.

Auf die gleiche Weise werden also die Indizes des vorgelegten Kettenbruches,
den wir suchen, auf die folgende Weise ausgedriickt sein

b=ua, c = - oc,
(1414
g a(r—p) _ BB(6—)
B’ anyy
o anyy(e = 6) _ BpoS(C—e)
Bpos ' § anyyee
- el —¢) _ BBSSZE(6 — 1)
ppoocs anyyeeny



§13 Es ist also nur notig, dass wir diese Werte anstelle der Indizes b, ¢, d, e,
f etc. in dem Kettenbruch

b+
c+

1
d + etc.

einsetzen; weil ja aber dies Werte gebrochen sind, um die Form leichter von
Partialbriichen zu befreien, wollen wir aus den gefundenen Werten zuerst die
Nenner beseitigen und es wird sein

b=ua, xnc = p—a,

ppd = aa(y — ), aayye = B0 — ),

BROSf = awyy(e—9), anyyece = BPOS(g —e),

BBOOETh = aayyee(n — ), nayyeenni = PPOSCL(0 —17)
etc.

§14 Nun wollen wir den Kettenbruch selbst so transformieren, dass anstelle
der Indizes dieselben Formeln auftauchen, deren Werte wir hier angeben
haben. Nattirlich wollen wir den zweiten Bruch mit aa, den dritten mit BB,
den vierten mit axyy, den fiinften mit f35J, den sechsten mit aayyee etc.
erweitern, dass diese Form hervorgeht

1

on

aapp
afpyy

aappyydd
BBOSf + etc.

s =
b+

anc +

BB +
aayye +

13



§15 Wenn wir daher nun anstelle dieser neuen Indizes axc, BBd, anyye etc.
die oben gefundenen Werte einsetzen, wird der folgende Kettenbruch ent-
springen

1
K
xxBp
aappyy

aappyydd
PBO =) + anyy(e —0) + etc.

S

o+

B—a+

aa(y —p) +

Wenn wir daher diese Form aufmerksam betrachten, entdecken wir, dass der
dritte Bruch mit aa gekiirzt werden kann, dann aber der vierte mit pj, der
finfte mit 7y, der sechste JJ etc; dann wird dieser Kettenbruch entspringen

o)
£ — 0+ etc.

Daher wollen wir den folgenden Lehrsatz aufstellen

LEHRSATZ I

§16 Wenn eine solche unendliche Reihe vorgelegt war

S—l—l—i—l—l%-}—etc
a By b e v

14



wird aus ihr immer ein solcher Kettenbruch gebildet werden kénnen

1 o

’ B—a+ PP
7Y

0 — v +etc.

§17 Diese Reduktion haben wir also durch mehrere Umwege hindurch aus
der Betrachtung eines Kettenbruches gefunden, womit wir freilich unserem
Vorhaben Geniige geleistet haben, weil wir ja irgendeine Reihe in einen
Kettenbruch transformiert haben. Aber hier wird mit Recht eine direkte
Methode verlangt, mit welcher unmittelbar aus der vorgelegten Reihe ohne
jene Umwege ein jener gleicher Kettenbruch deriviert werden kann. Deshalb
werde ich eine solche Methode, durch welche die Theorie der Kettenbriiche
nicht unwesentlich illustriert werden wird, hier darstellen.

PROBLEM 1

§18 Die vorgelegte unendliche Reihe

5—1—14—1—1—#1—9’&
w By 6 e 7
in einen Kettenbruch zu transformieren.
LOSUNG
Weil gilt
a By 6 ’

15



wollen wir festlegen

und

Daher wird also sein

woher wird

Es ist aber

woher wird

16

1—1+1—7+etc
B v o0 ¢
u—l—1 1—1%—etc
Y 9 4
etc.

1 1— «at
S:——t: ,
o o
1 o oot
- = = [
S 1—at 1—at
oot . (714
1—at 1

—0(+¥

o

- =0+ .
1

_a_i_f



Auf die gleiche Weise wird also auch sein

1 Bp
?_ﬁ+ 1
_:B + ;

und
YY
— =94+
l 1
Y+ =
etc.,

1 o

s pB
Y
60—y +etc.

welches die im Lehrsatz dargebotene Form selbst ist.

§19 Wenn daher also diese Reihe vorgelegt ist

Pl e = 10g2
371 etc. = log2,

1
—1-=
° 2 T 5 6

wird wegen

17



sein

wird wegen

sein

1 1-1
=1+
log 2 2-2
1+
14003
1+ etc

4_1+ 1-1
T 3.3
2+
2y 000
2 + etc.

welcher der einst zuerst von BROUNCKER vorgebrachte Kettenbruch selbst ist.

§20 Wir wollen nehmen

x"1dx
s§= [ ——,
1+ x"

und nach der Integration x = 1 setzen; danach wird der Wert von s durch die

18



folgende Reihe ausgedriickt werden

11,1
m m4+n m+2n m+3n

+ etc.,

sodass gilt

x=m, B=m+n y=m+2n J=m+3n etc

daher wird also der folgende Kettenbruch ans Licht treten

mm
(m + n)?

(m 4+ 2n)?

T i T ete.

© | =

welchen Wert ich schon in XI. Tom. COMMENTAR. VET. unserer Akademie
gegeben habe.

§21 Wenn aber diese Reihe vorgelegt ist

11 1 1 1
s=—-—+—-+—+ -+ - Fetc,
x By 6 ¢

all deren Terme positiv seien, ist es nur notig, dass im oberen Kettenbruch
anstelle der Buchstaben B, 6, ¢, 6 etc. —, —J, —(, —0 etc. geschrieben werden;
dann wird also werden

19



1 o

S s BP

Y

+ B+
v+ B 5

5 — - -
7+e+5—etc.

welcher Bruch leicht auf diese Form zurtickgefiihrt wird

1 o

v+ — etc.

§22 Aber die vorgelegte Reihe selbst kann auf mehrere Arten transformiert
werden, woher jedes Mal neue Kettenbriiche gefunden werden. Einige Formen
von dieser Art wollen wir also hier genauer anschauen. Es sei also

x=ab, B=bc, y=cd, J6=de etc,
dass man diese Reihe hat

s—l—l+i—l+etc
ab  bc  cd de i

und daher wird dieser Kettenbruch gebildet werden

aabb
bbcc

ccdd
+d@—c}+ac

20



welcher leicht auf die folgende Form zuriickgefiihrt wird

1 aab
~— =ab+
S N be
c—a
dobp
e —c + etc.
oder
_ ab
as + be
C_a+d—b+etc.

welche Form uns den folgenden Lehrsatz an die Hand gibt

LEHRSATZ II

§23 Wenn eine Reihe dieser Form vorgelegt war

1111
Tab be cd de ef 7

entspringt aus ihr der folgende Kettenbruch

as be

cd

n de
‘T d et

21



§24 Diese Form, auch wenn sie leicht aus der vorhergehenden deriviert wird,
ist daher bemerkenswert, weil sie einen Kettenbruch von hochst verschiedener
Form liefert, woher es der Miihe wert sein wird, die oben erwdhnten Beispiele
auch an diese Form anzupassen. Weil also galt

1 1 1 1
= 1 —Z4-—>4- —etc
log 2 1 2+3 4+5 etc.,
wird sein
1 1 1 1 1
log2 -1 =—>+-— -+ - — - +etc

2 3 4 5 6

und durch Addieren dieser Reihen entspringt

1 1 1 1 1
210g2—1—1.2—2.3+3.4—4.5+5.6—etc.

Hier ist also

s =2log2—1

und

a=1, b=2, ¢=3, d=4 etc;

daher wird also dieser Kettenbruch gebildet werden

1,1

2log2 —1 2-3
3-4

+Z—i-etc.

2+

22



§25 Auf die gleiche Weise, weil gilt

T 4 i_Z4- et
i - 375 e
wird sein
4 T 35 779 11 "%¢

Tog= 2 22 2 g
2 "7 1.3 3.5 '5.7 7.9 ¢

oder

1
=13 351757 7.9 ¢

N[ =

T
4

Hier wird also sein

dann aber

a=1, b=3, ¢c=5 d=7 etc;

daher wird der daher entstehende Kettenbruch sein

23



* 4 + etc.

§26 Allgemeiner wollen wir nun auch diese Transformation betrachten. Es
bezeichne also A den Wert der Integralformel

x" 1y
1+ xn’

nachdem nach der Integration x = 1 gesetzt worden ist, und weil, wie wir
oben in §20 gesehen haben, gilt

A = o1 —etc,,
m m-+n m—+ 3n
wird sein
1 1 1 1
N —— =— —
m m+n+m+2n m+3n+etc'
nach Addieren welcher Reihen wird
1 n n n
2A —— = - - — etc.;
m m(m+n) (m+n)(m+2n) (n+2n)(n+3n) et

daher wird durch Dividieren durch # sein

2mA-1 1 1 - 1 .
mn  m(m+n) (m+n)(m+2n) (n+2n)(n+3n) '

24



Hier haben wir also
s 2m A\ —1
- mn

dann aber

a=m, b=m+n, c=m+2n, d=m+3m etc,

weshalb der daher gebildete Kettenbruch dieser sein wird

m(m+n)
(m+n)(m+2n)
(m+2n)(m—+3n)
(m+3n)(m + 4n)
2n + etc.

n
A1 R
2n +

2n +

2n +

welche Form der vorhergehenden an Einfachheit in nichts nachsteht.

§27 Wir wollen nun der anfangs angenommenen Reihe

ool e
« B v 6 '

irgendwelche Nenner zuteilen und es sei

S—E—B—Fg—g—ketc
w By 6 '

und im ersten Lehrsatz miissen anstelle der Buchstaben «, §, v, é etc. ent-
sprechend die Briiche %, g, %, % etc. geschrieben werden, wonach sich der

25



Kettenbruch so verhalten wird

1 I
sTal 55
F_%+ p 7Y
04 cc
1By
© b T et

Nun werde, um die Briiche zu beseitigen, der erste Bruch mit ab erweitert,
der zweite mit bc, der dritte mit cd und so weiter; dann wird aber, indem auf

beiden Seiten mit a4 multipliziert wird, erhalten werden

B anb

a
- =ua-+

s acpp
ap — ba +

bdyy

bry_cﬁ—kcé—d’y—l—etc.

Daher werde also der folgende Lehrsatz formuliert

LEHRSATZ III

§28 Wenn eine unendliche Reihe von dieser Form vorgelegt war

a b ¢ d
s=—-—-=+———+tefc,

x B v O

wird aus ihr aus der folgende Kettenbruch gebildet werden

a n anb
— =
S acpp
ap — ba +
b bdyy
voeh cé —dy + etc.

26



§29 Um diesem zu illustrieren, sei diese Reihe vorgelegt

12,3 4,5 1
1 2 3 4 5 2

so dass s = % ist; der daher entstehende Kettenbruch wird also sein

2
3-4
8-9
15-16
0+ 0 + etc.
welche Form auf dieses unendliche Produkt zuriichgefiihrt wird

0+

2.12.2.4.-3%2.4-6-5%.6-8-72 - etc.
1-3-22.3.5.42.5.7.62.7.9.82 . etc.”

2=1+

die Giiltigkeit welcher nicht leicht erkannt wird, weil ja die Zahlen der Pro-
dukte in den Zdhlern und Nenner nicht gleich gesetzt werden konnen, auch
wenn beide unendlich sind. Es kann hingegen kein Zweifel bestehen, dass der
Wert dieses Produktes = 1 ist.

§30 Wir wollen nun diese Reihe betrachten

s—l—%—l—é—é—F?—etC
2 3 4 5 6 v

deren Summe s = log2 —  ist. Weil also gilt

a=1, b=2 ¢c=3 d=4 etc,
x=2, p=3, 7v=4 6=5 etc,

27



wird der daher entstandene Bruch dieser sein

1 ol 1-2.22
log2 -1 - 1-3-3
2-4-42
-1
- 3-5-5
—1 + etc.
§31 Wenn wir daher aber diese Reihe annehmen
s—g—g—l—é—?—ké—etc
1 2 3 4 5 7

deren Wert 3 + log 2 ist, werden wir haben

a=2, b=3, ¢ =4, d=5 etc,
an=1 pf=2, v=3, 6=4 etc;

daher wird also dieser Kettenbruch entspringen

2 1-3-12
T 0, Lt 2
5 +log2 2-4-2
2 1+
14 3.5.32
1—1—4‘6'42
1+ etc.

oder

28



PROBLEM II

die vorgelegte unendliche Reihe

s—x xx+x2 x4+etc
a By 4 '

in einen Kettenbruch zu transformieren.

LOSUNG

§32 Es werden die folgenden aus der vorgelegten Reihe gebildeten Reihen
betrachtet

P S & + etc
B v 9 ’
weiter
u= X xx | : + etc
R -4 '
x  xx x? 4 + ete
V== ——+ = — — .
) € ¢
etc.

und es wird sein

29



o
daher wird
x ® g oot —at (714
s 1l—at 1—at 1
t
Daher wird also sein
x %4
— = _|_ ’
S X
—ux + 7
auf die gleiche Weise wird aber sein
x x
X g, BB
t X
—,BJC + a

Wenn also all diese Werte der Reihe nach eingesetzt werden, wird dieser

Kettenbruch entspringen

X n onx

— =K

s ppx
B—ax+

YYXx
7_’8x+5—'yx+etc.

§33 Wenn wir daher hier tiberall anstelle von x den Bruch ; schreiben, dass

wir diese Reihe haben

30



3 x4
§=— — — 4+ > — —— +etc,
ay  Byy o vyd oyt

x xx X
dann wird der daher entstandene Kettenbruch dieser sein

x aox :y

sy . BBx 1y
P e
Y — v + etc.

welcher von den Partialbriichen befreit gibt

X xox

Y By — ax + Pbxy

TYXY

’W_’Bx—'—éy—'yx—i—etc.

Daher entspriefst der folgende Lehrsatz

LEHRSATZ IV

§34 Wenn eine unendliche Reihe von dieser Art vorgelegt war

R U < S SN S
ay  Byy  vy? oyt !

wird aus ihr dieser Kettenbruch gebildet werden kénnen

X nox

sy Bpxy

By —ax +
YYXy

— Bx +
1Y —B } 56y
y_7x+sy—5x+etc.
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§35 Weil gilt

10g<1+x>_x_xx+x3_x4+etc
v) y 2yy 2% 4yt v

wird nach Setzen von

s:log<1+;>

sein

x=1 p=2, =3, 6=4 etc

und daher wird dieser Kettenbruch entspriefien

x XYy
os(1+2) sy
) y 2y —x +

9xy

3y —2x+ —————
Y x+4y—3x+etc.

§36 Weil der Bogen, dessen Tangens t ist, mit dieser Reihe ausgedriickt wird

a4
tant=- — —+ - — — + — —etc,
arctan 1 3+5 7—|—9 etc
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wird sein

tarctant t t + £ i + £ etc
rc =—-—+t=-— 5+ —etc
1 3 5 7 9

Daher ist also

dann aber

x=1 p=3, =5 06=7 etc;

daher wird der daraus entsprieffende Kettenbruch dieser sein

X
y —y+ Y

X 9x
arctan \/; 3y —x + y

sy —3x4 oY
Yoo 7y — 5x + etc.

Wie wenn beispielsweise x = 1 und y = 3 war, wird man wegen

arctan 1 _
6

V3

diesen Kettenbruch haben
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63 1-3
T 3-9
3-25
16 + etc.

12 +

§37 Wenn wir daher im Fall der Lehrsatzes anstelle der Buchstaben «, B, 7,
0 etc. diese Briiche schreiben

etc,,

7 7 4

44
a

B
b

o=
QU™

dass wir diese Reihe haben

g X _brx oo dff
vy Byy  yyd oyt v

wird der daher gebildete Kettenbruch sich so verhalten

x_a aaxy : aa
s a’ 5 W BBxy : bb
YTt Yyxy i cc
Ty—fxt

2y — Lx +etc.

Hier werde nun auf beiden Seiten mit 2 multipliziert, darauf werde der erste
Bruch mit ab erweitert, der zweite mit bc, der dritte mit cd etc. und der Ket-
tenbruch wird diese Form annehmen

ax N aocbxy
— =
s Y Bpacxy

yybdxy
coy — dyx + etc.

apy — bax +

byy — cBx +
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woher es der Mihe wert sein wird, den folgenden Lehrsatz hinzuzuftigen

LEHRSATZ V

§38 Wenn eine unendliche Reihe dieser Art vorgelegt war

wird daher der folgende Kettenbruch gebildet werden

ax N aabxy
—_ = a
s Bpacxy

Yybdxy
coy — dyx + etc.

aBy — bax +

byy —cBx +

PROBLEM III

Diese vorgelegte unendliche Reihe

s—l—i%—i—i%—etc
T afpapy apys

in einen Kettenbruch umzuwandeln.

LOSUNG

Aus der vorgelegten Reihe wollen wir die folgenden Reihen bilden
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1 1 1

=—-———4+ - + etc.,
B By PByvé Pyoe
SN BV S
oy 46 e ydel
etc.
und wir werden haben
1-—t 1—u 1—v
§ = , t= , U= —— cetc,;
o B v
daher leiten wir also ab
s 1—t 1—t ) 1
Auf die gleiche Weise wird aber sein
1 B 1
; B+ 7w v+ etc.;
-1+ - -1+ -
u v

daher wird nach Einsetzen der zweiten in den ersten Werten dieser Ketten-

bruch erhalten werden

1_ o
E—OC"’_ ‘B
B—1+
Y
-1+ —
Y +5—1+ac

woher wir den folgenden Lehrsatz ableiten.
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LEHRSATZ VI

§40 Wenn eine unendliche Reihe von dieser Art vorgelegt war

1 1 1

a ap apy  apyo

+ etc.,

wird daraus dieser Kettenbruch gebildet werden kénnen

B—1+

14

I T S
T S T et

§41 Wenn e die Zahl bezeichnet, deren hyperbolischer Logarithmus die Ein-
heit ist, ist bekannt, dass gilt

T, b, 1 LI

e 1 '1.2 123 '"1.2.3.24 ¢
oder

e 1 11,1 + etc

e 1 1.2 123 1-2.3-4 '

x=1 pB=2, =3, 6=4 etc;

deshalb ist der daher herstammende Kettenbruch
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=1
e—1 + 2
1+
n 3
3 + etc.
§42 Weil also gilt
e 1 1
:1 =
e—1 + 2 e—1
1+
3
2+
3
++4+etc.

es aber nicht schwer bewiesen werden kann, wenn galt

prmnd S,
b
a—+
T
c + etc.
dass dann sein wird
a s
a+ b C1-—5’
b+
N c
¢ d + etc.
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nach Einsetzen welcher Werte werden wird

§43 Wenn daher im Lehrsatz VI anstelle der Buchstaben «, 3, 7, ¢ etc. diese
Briiche geschrieben werden

etc,,

7

| R
SalineNy
o=

Ul S

dass ist

a ab abc abed
Ss=-———+ + etc.,

« ap apy  apyd

wird der daher entspriefSende Kettenbruch dieser sein

1 o a:a

B:b
v:c
§—1+etc.

T 14

Wenn daher nun zuerst auf beiden Seiten mit 2 multipliziert wird, dann aber
der erste Bruch mit b erweitert wird, der zweite mit ¢, der dritte mit d etc.,
wird diese Form entspringen
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a ab

s Be
-b

0 —d + etc.

v—c+

welche Erkenntnis im folgenden Lehrsatz eingeschlossen werde

LEHRSATZ VII

§44 Wenn eine unendliche Reihe dieser Art vorgelegt war

a ab abc abed
S$=—-———+ — ——— +etc,

« ap  apy  apys
wird daher dieser Kettenbruch abgeleitet

a ab

§45 Wir wollen diesen auf die folgende unendliche Reihe anwenden

1

s = —|—

1-3 -3-5 1-3-5-7+etC
2.4 4.6 2-4-6-8 v
deren Summe bekannt ist, s = % zu sein; dann wird also sein

a=1, b=3, ¢c=5 d=7, etc,
x=2, pf=4 =6 0=28, etc;
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der daraus entstehende Kettenbruch wird also dieser sein

2 2.3
ﬁ\[1:2+ 4.5
- 1+
14 o7
1+ etc.

Wenn auf beiden Seiten die Einheit weggeschafft wird, wird sein

1 g 2.3
2-1 4.5
V2 1+
6-7
1+ etc
woher abgeleitet wird
1-1
V2=1+
2-3
1+
4.5
1+
1427
1+ etc
PROBLEM IV

Eine vorgelegte unendliche Reihe von dieser Form

x  xx x° x*
s=--" 4

« ap apy  apyd

+ etc.

in einen Kettenbruch umzuwandeln.
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LOSUNG

§46 Wir wollen wie bisher festlegen

X XX X3 x4

—’B_ﬁily‘l‘%_’glyés—i—etc.

und
3 X

X o oxx x
—— — 4+ — — —— +tetc,

U= +
Y 6 Byd  yéed

sodass gilt

x —tx
s = ;
o
daher wird
X _ o« - ot
11—t 1—t
Es ist aber
ot _ ® _ ox
1—t . 1 X
J— p— _x pa—
+t +t
und so wird sein
X ox
S X
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Auf die gleiche Weise wird also aufgefunden werden

etc.

X X X X
t x u

—x+ - —X+ =
u (Y

Wenn daher also diese Werte ununterbrochen in den jeweils vorausgehenden
Werten eingesetzt werden, wird der folgende Kettenbruch erhalten werden

X xx
7:1X_|_
S

Bx

B—x+
rx

7_x+5—x+ac

und daher entspriefit der folgende Lehrsatz

LEHRSATZ VIII

§47 Wenn eine unendliche Reihe von dieser Art vorgelegt war

x  xx  x3 x?
s=-—— 4

« ap  aPy  apyd

+ etc.,

wird daher der folgende Kettenbruch gebildet werden

:a—’—

x ax
s Bx

vx
6 — x + etc.

B—x+

T-at

§48 Wenn wir daher hier anstelle von x den Bruch f schreiben, dass wir
diese Reihe haben
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X xx x3 x?

S = — — —|— _
ayy  aByy  apyyd  apyoyt

+ etc.,

wird daher der folgende Kettenbruch entspriefien

axy

E—zx =+
s By

XYy
x+5y—x—|—etc.

By —x +
Yy —

§49 Wirwollena =1, § =2, v = 3, § = 4 etc. nehmen, dass ist

_ X __xx x B x +ete
T 1ly 1-2-yy 1-2-3-y3 1-2-3-4-y4 K
wo also gilt
s=1—cv,
und daher wird dieser Kettenbruch gebildet werden
x v
z — — y+ y = fe 4
l1—ev 2xy ev —1
2y —x +
Y 4y — x + etc.

woher die folgenden speziellen Formeln erhalten werden werden, indem x = 1
und anstelle von y nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 etc. genommen werden:
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=1
e—1 + 2
1+
3
3 + etc.
2
\f\/é1:2+ 4
e_
3+
5+ 6
7 + etc.
33 3
\3/2[_1:3—1— s
54
8+ i
11 + etc.
v 4
{4/5\/51:4+ 3
7+
11%—712
15 + etc.
etc.
PROBLEM V

Wenn im Allgemeinen eine Reihe von dieser Form vorgelegt war
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ax abxx  abcx®  abedx*
S§=— — + + etc.,

oy aByy | apyyP  apyoy?

sie in einen Kettenbruch umzuwandeln.

LOSUNG

§50 Aus der vorgelegten Reihe wollen wir die folgenden bilden

p bi B bexx n bedx® B bedex* et
By Bryy  Byoy>  Bydeyt '

und

I cdxx n cdex® B cdefx* + ete
vy vdyy  ydey® ydeCyt !

so dass gilt

ax
i
5=, 1)
und daher
ax . ay wyt
I e s
Es ist aber
ayt  ay  abxy
1—t 1 bx’
—1+? —bX‘f‘T

woher wird
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ax abxy
PRk A —

bx + —
T

auf die gleiche Weise wird also aus der Relation

bx
t=—1—-u
ﬁy( )
werden
bx Bexy
=By
cx
—CX _|_ P
u

und so weiter. Daher wird, nachdem diese Werte ununterbrochen eingesetzt
worden sind, dieser Kettenbruch entspringen

abx
as—x =ay+ J

Pexy
rdxy
oy — dx + etc.

By — bx +

Ty —cx +

Daher ergibt sich der folgende Lehrsatz

LEHRSATZ IX

§51 Wenn diese allgemeine Reihe vorgelegt war

s ax abxx n abex® B abedx* 4 ete
ay By apyy’  apydyt !
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wird daher dieser Kettenbruch gebildet werden

abx

Pexy
ydxy
oy — dx + etc.

By — bx +
Ty —cx+

§52 Um diesen Lehrsatz durch eine bemerkenswertes Beispiel zu illustrieren,
wollen wir diese Integralformel betrachten

Z = /zm*1d2(1 —|—z”)£’1,

welches Integral so genommen werde, dass es nach Setzen von z = 0 ver-
schwindet, und wir wollen setzen

==

Z=v(1+2")

und es wird durch Differenzieren sein

dZ = 2" ldz(1 + z”)g’1
=do(l1+ z”)% + koz" L fz(1 + z”)%’l,

k_

welche Gleichung durch (1 + z")»~! dividiert liefert

2" Yz = do(1+ 2") + kvz" " ldz

und daher



j:(l +2") + koz" 1 — 2" = 0.

§53 Weil ja nach Nehmen eines unendlich kleinen z wird

lernen wir daher, dass die Grofse v durch eine unendliche Reihe solcher Art
ausgedriickt wird, deren erster Term die Potenz z™ ist, in den folgenden
Termen aber die Exponenten von z ununterbrochen um die Zahl n vermehrt
werden; deswegen wollen wir fiir v die folgende unendliche Reihe ansetzen

v = Az" — Bzt 4 Cz"T2 _ DZMTIM 4 etc.,

welchen Wert wir in der Differentialgleichung einsetzen wollen und die glei-
chen Potenzen von z auf die folgende Weise untereinander schreiben wollen

— etc,,

— etc,,

d
d—z = mAZ" ' — (m+n)BZ" " 4 (m +2n)C2" " — (m 4+ 3n) Dz fetc,
"d
Zdzv = + m A — (m+ n)B + (m+2n)C
+koz" ! = + kA - kB + kC
. Zm—l ——
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§54 Wenn daher nun die einzelnen Potenzen von z jeweils zu Null gemacht
werden, werden die folgenden Werte erhalten werden:

mA —1=0, also A:l,
m
(m+k)A
— B A= 1 B=
(m+n)B+ (m+k)A=0, also i
(m+n+k)B
2 — B= 1 - /-
(m+2n)C—(m+n+k)B=0, also C o
(m+2n+k)C
- D 2 = lso D=~ "7~
(m+3n)D+ (m+2n+k)C=0, also A
etc. etc.

Wir wollen also diese gefundenen Werte einsetzen und werden fiir v die
folgende unendliche Reihe auffinden:

_ 1w m+k Zm+n+(m+k)(m+n+k)zm+2n
m m(m+n) m(m+n)(m+ 2n)
(m+k)(m+n+k)(m+2n+k)

m+3n
tc.,
m(m+n)(m+2n)(m—+3n) z et

welche Reihe, um sie auf die Form unseres Lehrsatzes zuriickzufiihren, wir
auf diese Weise darstellen wollen

0 m—l—k22n+ (m+k)(m+n+k)z3n

z
Z)_z’”‘” m+n (m+n)(m+2n)

om —(m+k>(m+n+k)(m+2n+k)z4”+etc

(m+n)(m+2n)(m+ 3n) '

§56 Weil nun gilt
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Z = /zm’ldz(l —|—z”)%’1,
wollen wir setzen

mZ
Zm—n(l + Z")

dass wird

n_m+k22n (m+k)(m+n+k) 5 (m+k)(m+n+k)(m+2n+k)

V=2 (m+n)(m+2n) (m + 1) (m +2n)(m + 3n)

24 4 ete,;

es wird also V eine durch Integration der Differentialformel zu findende
Funktion von z sein, welche also fiir jeglichen Wert von z einen bestimmten
Wert erhilt, weil wir ja das Integral so genommen zu werden festlegen, dass
es nach Setzen von z = 0 verschwindet. Damit wir aber diese Werte von v
leichter angeben konnen, wann immer z gebrochene Werte zugeteilt werden,
wollen wir im Allgemeinen setzen

. X
"=z,
y
so dass wir diese Form erlangen
v X (m4kxx  (m+k)(m+n+k)x>  (m+k)(m+n+k)(m+2n+kx +ete
oy (mtn)yy  (mtn)(m+2n)y° (m +n) (m + 2n) (m + 3n)y* !

welche Reihe mit unserem Lehrsatz verglichen liefert

s=1V,
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dann aber

a=1 b=m+k c=m+nt+k etc,
xn=1 B=m+n y=m+2n etc.,

§57 Nachdem diese Dinge im Voraus bemerkt worden sind, gibt uns die
angenommene Integralformel diesen Kettenbruch an die Hand:

(m +k)xy

=y+
Y (m+n)(m+n+k)xy

<=

(m+4+n)y— (m+k)x+

(m+2n)(m+2n+k)xy

(m+2n)y— (m+n+k)x+ (m +3n)y — (m + 2n + k)x + etc.

dessen Wert sein wird

xz"™ (1 4 2")
mZ

2=

§58 FEines Beispiels wegen wollen wir diese Form nehmen

dz
Z= / =1 +V1+2zz);
: 1+2zz og(z %)

eswird alsom =1,n =1, k = 1 sein und es wird werden

Vo zlog(z + V1 + zz)
Vitzz
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welcher Wert dieser Reihe gleich wird

2, 2-4
zz — =z2" +

: 26—2'4‘628+etc
3 3.5 3.5.7 v

welche, wenn wir anstelle von zz den Bruch ; schreiben, werden wird

.4 53 4. 4
L VE g VEEVERY x 2 xx 20400 2406 1
VX +y VY y 3 wyy 35y 357

daher wird der daraus gebildete Kettenbruch dieser sein

x(x+y) N 1-2xy
log YELVETY Y 3. dxy
VY 3y —2x + =6
- 6x
S5y —4x + Z-Sxy
7y_6x+9y—8x+etc.

§59 Wenn wir daher also x = 1 und y = 1 nehmen, werden wir diesen
Kettenbruch haben

1.2
V2 14
log(1+v/2) 3.

wahrend die unendliche Reihe selbst diese ist
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2
3.

log(1++/2) g2, 24
V2 3 3.5

Wenn wir aber, wiahrend x = 1 bleibt, y = 2 nehmen, wird die unendliche
Reihe diese sein

2:4-6,2:4:6:8
3.5.7 5.7.9 ©¢

L2124 2 1
3 4 3-5 8 3-5-7 16 !
der Kettenbruch hingegen dieser
1-2-2
\Eﬁ =21 3.4.2
log V2 44+ —
64+ 5.6:2
8 + etc.
woher die folgende Form abgeleitet wird
1
\/iﬁ =1+ 5
2log =73 2+
15
34+
it 28
5 + etc.

wo die Zahler alle ungeraden Dreieckszahlen sind.

§60 Wir wollen noch den Fall entwickeln, in welchem x =1 und y = 3 ist,
weil das die Irrationalitdt auf diese Weise beseitigt werden wird; es wird aber
in diesem Fall sein

1 21,24 1 246 1
373973527 3.5.7 81 %
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der daher entsprieflende Kettenbruch wird aber dieser sein

4 1-2-3
=34
log 3 3-4-3
7+
5.6-3

nm+ —
154 283
19 + etc.

§61 Weil ich ja also hier eine gédnzlich neue Methode erdffnet habe, irgend-
welche unendliche Reihen in Kettenbriiche umzuwandeln, glaube ich wohl
mit Recht, die Lehre der Kettenbriiche nicht unwesentlich bereichert zu haben.
Diesen Dingen mdochte ich nur noch einen sehr bemerkenswerten Lehrsatz
hinzufiigen, mit welchem wir oben in §42 den Bruch

1 1
2 Ce—1
1+
3
2+
4
4 + etc.
in diesen transformiert haben
1 1
1 —
+ , 5 e _ 2’
+
3+ 3
4 + etc.

welcher sich um Vieles weiter erstreckende sich so verhilt.

LEHRSATZ X

§62 Wenn galt
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aA
bB

cC
7C + etc.

oA+
BB +

wird auch gelten

= BA
a— s pA+ dB
eC

eD + etc.

vB +
6C +

BEWEIS

Weil namlich gilt

aA
bB
cC
7C +etc.

s =

oA+
BB+

wenn wir den ersten Bruch durch A, den zweiten durch B, den dritten durch
C etc. teilen, wird hervorgehen

Pt d:D

T S ete

Nun wollen wir den zweiten Bruch dieser Form mit A erweitern, den dritten
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mit B, den vierten mit C und so weiter und wir werden diese Form erlangen

a
S =
N b
o
At cA
" B + 7013
TP 5C +ete
daher, wenn wir setzen
f—patr A
) B + 7dB
7 0C + etc.
wird gelten
a at
S = = ,
b at+b
[
t
woher aufgefunden werden wird
bs
t= ,
a—as

QED.
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